Hans Lohninger

Statistische Tests

Testen von Hypothesen
Fehlerarten
wichtigste statistische Tests

Hypothesen

Jeder statistische Test beruht auf der Widerlegung einer zuvor aufgestellten
Hypothese. Die Widerlegung ist allerdings nie zu 100% korrekt sondern mit
einer bestimmten Fehlerrate behaftet.

Generelle Vorgangsweise

-Formulierung der Null- und der Alternativhypothese
-Spezifikation des Signifikanzniveaus

-Berechnung der TestgroRe (engl. test statistic)

- Definition des Rickweisungsbereichs

-Selektion der passenden Hypothese

Statistische Tests funktionieren generell nach obigem Schema; der einzige Unterschied
besteht in der unterschiedlichen Berechnung der TestgroRe.
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Hypothesen - H, & H;

Null- und Alternativhypothese

zwei Hypothesen, die sich gegenseitig ausschlieRen und die Gesamtgrundheit
{G} zur Gdnze umfassen

Nullhypothese H,
-Annahme, die lberprift werden soll

- Nullhypothese H, kann nur abgelehnt (widerlegt) werden, nicht jedoch
angenommen

Alternativhypothese H,

ACHTUNG: H, tritt nicht automatisch in Kraft falls H, abgelehnt wird!
{Hot n{H,} = {0}
{Ho} v {H,} = {G}

Ablehnung der Nullhypothese

Eine Nicht-Ablehnung der Nullhypothese ist nicht gleichbedeutend mit der
Annahme der Nullhypothese. Ein statistischer Test kann eine Nullhypothese
nie annehmen, sondern (gegebenenfalls) nur ablehnen.
Ablehnung:
“Aufgrund der vorliegenden Daten muss die Nullhypothese abgelehnt
werden”
Nicht-Ablehnung:

“Aufgrund der vorliegenden Daten und des vorgegebenen
Signifikanzniveaus gibt es keinen Grund zur Annahme, dass die
Nullhypothese falsch ist”.

In beiden Fallen passieren Fehler, die durch das Signifikanzniveau bestimmt
werden.
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Fehlerarten

Wirklichkeit:

\Wirklichkeit
2 Moglichkeiten - H, wahr oder falsch
9 0 Hp =wahr | Hp =falsch
Schlussfolgerung aus Testergebnis: o
enler
Hg = wah
wahr oder falsch o=wahr) Okl vom Typ i
Schluss-
—--> vier Moglichkeiten , nur zwei sind OK Blaein Bz
Hp = falsch wom Typ | Ok

Fehler 1. Art

Die Nullhypothese wurde irrtiimlich abgelehnt
Fehler 2. Art

Die Nullhypothese wurde irrtiimlich nicht abgelehnt

[GrundStat: TYPTSTERR] Direktlink:

Unterscheidung der beiden Fehlerarten:

Nullhypothese irrtiimlich abzulehnen

sondern bestenfalls abschatzen.

Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein statistischer Test irrt?

Fehler 1. Art: Signifikanzniveau o bestimmt die Wahrscheinlichkeit die

Signifikanzniveau

Fehler 2. Art: Die Wahrscheinlichkeit B einer irrtlimlichen Nicht-Ablehnung der
Nullhypothese wird indirekt ebenfalls durch das Signifikanzniveau bestimmt.
Allerdings lasst sich diese Wahrscheinlichkeit in der Praxis nicht berechnen,
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Einseitige und zweiseitige Tests

Je nach Art der Fragestellung gibt es eine oder zwei Enscheidungsgrenzen
eine Grenze = einseitiger Test
zwei Grenzen = zweiseitiger Test

ACHTUNG: Test auf Gleichheit ist zweiseitig
(zwei Grenzen die libereinander liegen)

Filickweisung Riickwaisung

Annahme Annahme Riickweisung

Vergleich von Mittelwerten

Generell:
-Unterscheidung zwischen kleinen und groRen Proben

-im Zweifel die Formeln fir kleine Proben verwenden

Drei wichtige Falle:

-Vergleich von Mittelwert mit bekannter vordefinierter GroRe
(Einstichproben-t-Test)

-Vergleich von zwei Mittelwerten (Zweistichproben-t-Test)

-Vergleich von zwei Mittelwerten bei gepaarten Experimenten
(Differenzen-t-Test)

Fallunterscheidung ist wichtig, da die auftretenden Verteilungen unterschied-
lich sind (Normalverteilung, t-Verteilung) und verschiedene TestgroRen
verwendet werden miissen.
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Einstichproben-t-Test

Vergleich von Mittelwerten mit bekannter GroRe

einseitiger Test

zweiseitiger Test

Ha (a2 Ra Ho  Ra€ e Ho (1= Ha

H th o Fa N

ypotiese Hy tla< g Hy Ta> g Hitpge po
TestgriBe 1 o2l
terteilung) S/MI"H

Freiheitsgrade n-1
. . Hy ahlehnen Hy ahlehnen
Riickweisun o : o : Hy ashlehnen, falls [t »t
1 el 1< falls t> 1y o IR, {5 (12

Zwelistichproben-t-Test

Vergleich von zwei Mittelwerten unkorrelierter Stichproben

einseitiger Test

zweiseitiger Test

Ho iR 2 k2 Ho i Ha€ iz Ha tp1= la
H th o Fa N
ypoihese Hy g < pa Hy > ps Hi i s
i ng-1)s2 +(ny-1)52
bl IR RCAERY A T NN R gL L
o 1Nz Ny+ng -2
Freiheitsgrade ny+ng-2

Rickweisung

Hg ahlehnen,
falls t< -,

Hg aklehnen,
falls t>t,

Hy ablehnen, falls [t] >to
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Differenzen-t-Test

Vergleich von zwei Mittelwerten aus gepaarten Stichproben

einseitiger Test

zweiseitiger Test

Ha *1p3 Do Ha o€ Do Mo o= Do
Hypothese Hy : p< Do Hy pp> Do Hi o pp? Dg
TestgroBe t = d-Dp
tverteilung) SD/“J'{HD
Freiheitsgrade np-1

Riickweisung

Hg shlehnen,
falls t<t,

Hy ablehnen.
falls t> 1,

H, ablehnen, falls [t o

Datensatz HUMIDIT2.TXT (siehe Teach/Me):
-relative Luftfeuchtigkeit in 264 Stadten der USA
-Juni und September (am Morgen und am Nachmittag)
-jahrliche Durchschnittswerte
-Datenquelle: http://www.ncdc.noaa.gov/

-Zwischen den Vormittags—- und Nachmittagswerten
(far Juni und September)

-Zwischen den Juni- und Septemberwerten
(fur die Vormittags— und Nachmittagsaufzeichnungen)

Beispiel - Luftfeuchtigkeit in Stadten

Uberpriife, ob es einen signifikanten Unterschied zwischen den Mittelwerten der
Luftfeuchtigkeit gibt:

Fiihre die Tests bei unterschiedlichen Signifikanzniveaus durch
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Vergleich von Varianzen

Zwei wichtige Falle:

-Vergleich der Varianz mit bekannter vordefinierter GroRe
(Einstichproben-y2-Test)

-Vergleich von zwei Varianzen (Zweistichproben-F-Test)

Fallunterscheidung ist wichtig, da die auftretenden Verteilungen unterschied-
lich sind (x2-Verteilung, F-Verteilung) und verschiedene TestgroRen verwendet
werden mussen.

Einstichproben- y?-Test

Vergleich der Varianz mit einem vorgegebenen Wert

einseitiger Test zweiseitiger Test
Hgo: & 3G, Ho: 8¢ G, Ho: S =0Cg
Hypothese Hy: s8¢0, Hy:8>0, Hi:S#Gg
2
-1
TestgroBe X2=an)
Ca
Freiheitsgrade n-1
Hgq ablehnen, Hg ablehnen, Hg ablehnen, falls
Riickweisun
9| fals a2ext, | talls X225 XE<KE o oder XE2XGp
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Zwelistichproben-F-Test

Vergleich der Varianzen zweier Stichproben

einseitiger Test zweiseitiger Test
Hypothese | © 1252 Ho 107 € 03 Ho oF = of
Hy 0% < o} Hy:o% > ok Hy :of # of
TestgriBe o ﬁ Fo Sj _ grafere YWarianz
(F-erteilung) sf sg kleinere “Warianz
Freiheitsgrade dfy =n4-1 dfz = nz-1
Riickweisung Hg shlehnen, falls F >R, Hg shlehnen, falls F» Fou'z

Vergleich von Verteilungen: y*-Test -1

Prinzip: die Summe der quadrierten Abweichungen von der vor-
gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichte ist y2-verteilt.

Damit kann mit Hilfe
der x2-Verteilung
getestet werden, ob
eine gemessene
Haufigkeitsverteilung
einer bestimmten
Verteilung entspricht.

Nachteil:

viele Messpunkte
notwendig
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einseitiger Test zweiseitiger Test
Hg : Werteilungen sind gleich
Hypothese H10 :Werteilungen sind ungleich
- k. F; ... empirische Haufigkeit der Klasse i
TestgroBe wi- T (FEE/E  E . theoretische Haufigkeit der Klasse i
i=1 k ... Zahl der Klassen
Freiheitsgrade k-3
Riickweisung Ha ahblehnen, falls
xbuk
Alternativen zu y2-Test:
Kolmogorov-Smirnov-Test einfach aber dhnlich geringe
Trennscharfe wie y2-Test
Shapiro-Wilk-Test bessere Trennschirfe, aber
kompliziertere Anwendung

AusreilRer-Tests 1

Annahme
ein Messwert gehort zu einer bekannten Verteilung (meist Normalverteilung)
Grundprinzip

Damit lasst sich fir jeden Messpunkt die Wahrscheinlichkeit angeben, dass
dieser Punkt noch zur Verteilung gehort. Fallt diese Wahrscheinlichkeit unter
einen bestimmten Wert, so spricht man von einem (wahrscheinlichen) AusreiRer.

Vorgangsweise
-Messwerte auf Ausreiler testen
-Ausreiller entfernen

-auf keinen Fall AusreiRertest ein zweites Mal anwenden!
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AusreilRer-Tests 2

konkrete Ausreifer-Tests

z-Test

Voraussetzung: Messwerte normalverteilt

Berechnung der Standardabweichung

Werte auRerhalb von +/- 2.5 Standardabweichungen sind Ausreiler
falls nicht normalverteilt: Theorem von Tschebyscheff (+/- 4s)

Interquartilsabstand

IQR = Abstand zwischen 1. und 3. Quartil
Werte unterhalb Q1-1.5*IQR oder oberhalb Q3+1.5*IQR sind Ausreiller

Dean-Dixon-Test

man sortiert alle Werte (x;...x,,)
Ubersteigt der Quotient |x; -X,|/|x;-X,| einen bestimmten Grenzwert,
so ist x, ein AusreiRer
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